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2 Principio Variacional

Um problema histérico e bem interessante, advém da procura por uma fungao
ou curva, através da qual uma determinada quantidade de interesse - em geral
uma integral de acao - é estaciondria. Na mecanica cléssica, relatividade geral
e teoria quantica de campo diversas técnicas utilizam o principio variacional
como ponto de partida na tentativa de minimizar ou mazimizar uma integral
funcional. Também na unificagao das diversas dres da fisica, onde a energia
representa o papel da fungao que se deseja levar a condicao de extremo, o método
variacional é de grande valia.

A quantidade a ser levada a condigao de estaciondria geralmente é uma
integral de uma funcional, uma fungao cujos préprios argumentos sao fungoes
de uma varidvel paramétrica. Seja J uma funcional de y

swl= [t (z @, 2 Y ar (1)
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A proposta é achar a curva y(x) para qual J [y] seja um extremo, (ou um
minimo ou um méximo). Numa linguagem matemsética, a condi¢do de extremo
para J [y] representa-se como uma integral

6,]—5/::2f(z, y(z),Q(m))dzzO, (2)

onde dJ denomina-se a variagcio em J , f = f (x, y,y) é a funcional e y (z) =

dy(z)
dr

[figural]

Introduzindo as equagoes paramétricas,
y(z7a) :y(x,O)Jrom(:z:) (3)

onde 7 (x) & qualquer fun¢ao que se anula nos pontos extremos 7 (z1) = 0 e



n (z2) = 0, podemos escrever

ou, traduzindo,
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A segunda integral pode ser desenvolvida por partes,

of 17 d(or
S <x>L | n()dx<3y>d

/Qﬁdn(x)dw
o Oy dx

Il
|
s;\
-8
3
&
5=
/N
Q‘J‘QD
<
~—
S|
K

de modo que

0J(a) (" |0f d [Of
da /m [ay dz \ gy n (@) dz. (™)
A arbitrariedade de n(x)(*) nos diz que a condigdo (5) para que J seja
estaciondria é
or _d (o) _, ®
9y dz \ gy

que é conhecidada como equacdo de Fuler.



[figura2]
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(*) De um modo mais rigoroso, definindo as respectivas variagées de J e ¥,

6J = (&]) da,
o a =0
Ay
1 = = d
Y (8@) w0 “
ap6s multiplicagao de (7) pela diferencial da e levantar a condiciio de extremo ficamos com
T2 d
0J = / % - — 8f oy dex,

que conduz para ( 8), uma vez que 0y representa um desvio arbitrario de y (:L‘, o= 0) devido

a variagao do parametro Q.

2.1 Exemplos

(i) menor distancia entre dois pontos num plano Como um primeiro

exemplo, qual a curva que une dois pontos num plano cujo comprimento é o
mais curto?

Neste caso a integral de linha é

JM:/ ds,

onde ds é o elemento de arco no plano,

dy? .2
dS—\/das2+dy2—1/(1+(;;2)d33—’/<1+y)d:ﬂ
Temos entao
/ 1/ 1+y daz

que permite verificar, por comparacdo com (1), que a funcional é

£ (o v @) = <1+y2).



Com essa f na equagao de Euler e levando em conta que %5 = 0 obtem-se
aforN_ali % |_al s |.,
de \ gy ) da |2 B dw B -
<1 +y ) (1 +y >

o que significa,

—————— =a (constante).
.2
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Assim, y :a<1+y>:> y 1—a)=a..

a

(1—-a)

y = =b (constante).

Integrando esta tltima equacao obtem-se

y(z) =ba+c,

que ¢é a equagdo da reta.

(i) A braquistécrona Este problema foi proposto em 1696 por Johann
Bernoulli : qual a trajetdria entre dois pontos que uma particula de massa m
sujeita & ag¢do do campo gravitacional seque num tempo mais curto?

Neste caso como o interesse é no tempo, de v = % teremos o tempo total

de queda
.2
1+y
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A velocidade pode ser facilmente determinada ja que o campo é conservativo,
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mgy = gmv* v = \/2gy,

de modo que




fla y@), y@)] =

pode agora ser substituida em (8),
of d [of
L2 %) =
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Com objetivo de simplificar a resolucao, considere a quantidade

Vamos mostrar que em situagbes em que f nao depende explicitamente de x
tal quantidade é constante. Para verificar, fazendo a operagao de derivagao

(9y 6y dz \ gy dx

Lembrando que a derivada total de f (x, Y, y) é

i)

e uma vez substituida na expressao acima obtem-se

da (.of _ _ Of. d[of of of.  of
dx(‘yay f) oy dr (ai)y (5$+3y +ay>

[ (or\ or] or
_y%a—y—a—y—%.

Identificando a expressao entre colchetes como a prépria equacao de Euler (8)
para f , necessariamente este termo nao contribue. Além disso, se f independe

explicitamente de x, - como é o caso em consideracao -, entao % = 0. Como

consequéncia,
d 0
(fO
Ay

obtemos,
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ou seja,

(‘3f
By

uma relacdo de extrema importancia para nossos futuros propésitos.

=c (constante),

Usando (9) e fazendo as respectivas derivagoes
. 2
L Of

y— (y)\/(” = :\/y<y _2),obtem—se

Y 1+y)

ou,

g V(Hf)%(w y—l—(y)

ou ainda, de uma maneira mais conveniente

1+

1 .2 1
c2=:>y<1+y>:-
.2 2
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A escolha C% = 2a conduz para y <l—|—y ) = 2a, ou

. 2a —y
Y =4/ )
Y

que pode ser diretamente integrada resultando

T —To= / Qay—ydy'

c

(10)



Uma mudanca de varidvel
y=a(l—cosl) = dy = asenddf
conduz para

_ _a(l—cosf) / (1—cos 0) / (1—cos 6)(1—cos? )
f 2ay—yd - 2a—a(l— cosB CLf (1+coa€) 1n9d0 _af (14-cos 0) g =

le\/ (1—cos 0)(1—cos 0)(1+cos ) do = af 1 _ COSQ) do = 2afszn (5) de

(14-cos 0)

- % (2 — 51’2‘9) = a (0 — sin ), e finalmente

x—xzy = a(f—sinh)
y = a(l—cosf)

que sao as equagoes paramétricas da cicloide.

A braquistécrona, publicada por Johann Bernoulli em 1696 sao portanto

cicloides geradas pelo movimento de um ponto fixo na circunferéncia de um
circulo de raio a = rolando sem deslizar e partindo de um ponto xgy no eixo
y=0.
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[Fala da rapaziadal

Funcoes de multivariaveis Pode-se extender a mesma técnica para a fun-

cional multivaridvel f = f (w, YLy Y2, ooy Uy Y1 Y2, oons yn> e

xo
J[y] = / f (SL’, Y1y Y25 <5 Yny Y1,Y25 -1 yn> dxa (11)
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que conduz para uma série de n equagoes para as varidveis independentes

of d (of\ . _
B I <8y> =0 i=1,2,...,n. (12)



Se f nao depende explicitamente da varidvel z, novamente poderemos iden-
tificar a quantidade

Z yﬂ — f = constante (13)
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j=1 Yi

e tentar resolver o problema usando equagoes de primeira ordem.

2.1.1 Aplicagcoes na Mecanica Classica

De uma maneira algo que audaciosa mas com fins ilustrativos, podemos agora
partir para nosso principal objetivo ou seja, extender as técnicas desenvolvidas
na secao anterior para sistemas mecanicos.

. . . I
Vamos considerar um hiperespago de N coordenadas generalizadas g; ()" s,
1=1,2,..., N que configuram um determinado sitema mecéanico;

Definimos a funcional Lagrangeana
onde T (qi,i]i> é a energia cinética e V (g;,t) a funcdo potencial e usamos a

versao de um principio variacional : -

O principio de Hamilton "O movimento de um sistema mecéanico segue a
trajetéria na qual a integral da ag¢do

J:/tQL(qi,qi,t) dt, (15)

t1
é extrema ".
Fazendo as transformagoes

x — 1,
Yi — i,
yi — qz‘a

o procedimento que leva (15) & condigdo de extremo conduz para a série de



equagoes

d oLy oL _, i=1,2,...m (16)
dt dq; 9q;

denominadas equag¢des de Lagrange (EL)(**) do movimento. Elas formam uma

série de n equagoes diferenciais de segunda ordem, cada uma para seu respectivo
q;, com as respectivas condicoes iniciais, que descrevem o movimento de um
sistema mecénico conservativo.

(**) Historicamente as (EL) foram obtidas de uma maneira diferente, (usando o princi-
pio de D’Alembert ). Aqui nossa intengao ¢é ilustrar como estas equagdes podem ser obtidas,

para sistemas conservativos, diretamente do principio variacional.

Considerando a derivada temporal da Lagrangeana,

iL ( ) » t) — aiL /PRI aiL 7+
dt 41,42, ----sqnyqqy -5 4y, - 8q1q1 8qnqn
oL d oL d /. oL
0, dt () " g, dt (@) + 5
o d oL oL d oL
it =2t X e () +
ou ainda, usando as equagoes de Lagrange (16)
d d (0L . oL d /. oL
il S Bl Bhdudlh ) htiiadl (5% bt
dt Z dt (3@) G z; ag, di (qZ> T
d oL . oL
= - Z 4|t
dt i (3% > ot
Isto pode ser colocado na forma
d oL . oL
— —q,— L| = ——. 1
Z [Z o0, o "

Observando em (14) que a dependencia de L em ¢ vem do termo de energia

potencial. Se o sistema é conservativo, a energia potencial independe explicita-

mente do parametro variacional ( o tempo ), portanto V.=V (g;) , %—‘; =0, e,



oL ov
o 18)

Como consequéncia
oL . . .
Z —q;—L=h (Qi,qi) = constante =h (Qi’ qi) ) (19)
7 94
onde h (qi, ql) é uma constante de movimento, equivalente aquela quantidade

(13) discutida na segao anterior.

Uma interpretagdo conveniente para h segue da investigagao de (19), junta-
mente com (14). Novamente, a restri¢io para sistemas conservativos implica na

dependencia da Lagrangeana na varidvel ¢;, apenas através do termo de energia

cinética T (qi, qz) . Portanto,

oL _ 0T oV
_ T (20)
9q;

Primeiramente vamos expressar T’ (q,-, qi) em coordenadas generalizadas

T M TR LT

e, desde que

r, =r; (ql,QQ,....,qn,t) (22)
teremos
dI‘i 8ri . 8ri . 8ri . 8I'i
i = 87q1q1+87qg(12+...+8qnqn+ ot

T oL
T &g, G gy
de modo que substituindo em (21)
2

1 dr;\* 1 or;.  Or;
T o= QZm(dt> TR | L0t

i

1 81'2» 81'1- .. 8I'i 8I'i . 8I'i 2
- 5 S (g ) i X (55w (5)

g,k j

= To+Y Tia;+ > Tind;a (23)
7 ik
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onde chamou-se

i

8ri 8ri
T = Z’“i(a@m)

1 81‘2* aI'Z‘
T = = il =— - .
gk 2 ;m <8qj 3qk)

Veé-se entdo em (23), que a expressao para a energia cinética em coordenadas
generalizadas consiste de trés termos. O primeiro Tj, independente da veloci-
dade generalizada; um termo T]qj de primeira ordem nesta varidvel e um termo
quadrético Tjkqj q,nestas mesmas varidveis. Se as equacoes de transformagcoes
(22) nao dependem explicitamente no tempo, entao %ﬁi = 0, e nesta caso os dois
primeiros termos de (23) ndo contribuem. Na grande maioria das situagoes, T
é uma funcdo homogénea de segunda ordem, ou quadratica, nas velocidades
generalizadas

T=> Tim@im- (24)

L,m

Levando agora esta expressao em (20) obtem-se
oT

oq, \ - g :
> | Tim <Ql> G+ Tim (qm> ql]
0q; 9q; dq;

J L,m
Z |:T‘lméqum + CZ—‘1777,5qu[:|
I,m
m l

e, com este resultado em (19), levando em conta (20), obtem-se

S oL = S Ty + 3 T, — L

7 qj Jjm 7.l
— W —L=2T—(T-V)
= T+V
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Vemos entéo, que nossa constante de movimento (19)

Za—,qu—LzTJFV =h, (25)
5 04,

é a energia total do sistema.

X K X

Como aplicagoes ou ilustragoes vamos considerar alguns exemplos :-

(¢) particula sujeita a um potencial arbitrario (Fab/Deb/Raf/Dri/Gui/Ju/Fa, /Fa,)

(#@) ... e o problema de .... de uma particula vinculada ao movimento na
Tutoras

—~ =
superficie de uma esfera . | Fa/De/Ra/Dri/®ui/Ju/Fa, /Fa,

(44i) ... Livre escolha [ novato(s) voluntdrio(s) |.

2.1.2 Tratamento com Vinculos
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